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摘  要：极化码作为 3GPP 标准制定中的一种信道编码技术方案，具有良好的纠错性能。为了进一步提高删

余极化码的误码率性能，将极化码中基于位反转置换的缩短算法应用到系统极化码，提出一种系统极化码的

缩短方法。仿真结果表明，在 AWGN 信道中，在高码率条件下，建议的系统极化码的缩短方法的误码率性能

优于系统极化码的准均匀凿孔方法，也优于极化码的缩短方法。当码率为 3/4、误码率为 10-4时，系统极化码

的缩短方法比极化码的缩短方法约有 0.5 dB 的增益，比系统极化码的准均匀凿孔方法约有 0.25 dB 的增益。  
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1  引言 

Arican 在 2009 年首次提出了极化码[1]，并且

在理论上严格证明了极化码在二进制输入对称离

散无记忆信道（B-DMC）下可以“达到”香农容

量，同时给出了复杂度为 O(Nlog(N))的编译码算

法。但极化码的码长被限定为 N=2n（n=1,2,…），

这无疑是码字的一大缺陷。为了使极化码的码长

更加灵活，必须对极化码的码长进行删余。 

极化码的码长删余方案有三大类：第一类是

改变码字的构造矩阵[2]的方法，但是极化码的码

长仍然限定为 N=Ln（n=1,2,…），L 为构造矩阵的

维数；第二类是将极化码与 LDPC 或者其他线性

分组码进行级联，构造成一类级联码[3-4]的方法，

极化码与其他分组码的编译码方式不同，导致级

联码的编译码复杂度比较高；第三类是对极化码

的生成矩阵删除相应的行或列，构成一种新的线

性分组码的方法。由于这类分组码不改变极化码

的编译码结构，因此保留了极化码的编译码低复

杂度的特性，是一种简单实用的极化码码长删余

方案。 

第三类极化码删余方案有两种方法：第一种

是凿孔[5-9]，第二种是缩短[8,10]。参考文献[5]提出

了利用穷搜进行极化码的凿孔方法，保证了删余

极化码极化效果的最大化，且性能优于参考文献[6]

提出的极化码的随机凿孔。由于使用了穷搜算法，

参考文献[5]搜索的复杂度高于参考文献[6]。参考

文献[7]利用信道可靠性进行凿孔，但是忽略了凿

孔对剩余信道的影响，导致极化码极化效果的损

失。参考文献[8]提出了一种低复杂度的极化码凿

孔算法，但是复杂度的降低是以牺牲极化码的性

能为代价的。参考文献[9]提出了一种准均匀凿孔

（QUP）的算法，其误码率性能优于 Turbo 码。QUP

算法译码端没有相应凿孔比特的先验信息，译码

端初始对数似然比会影响信息比特，码率越大，

QUP 算法对信息比特的影响也越大，因此该算法

适用于低码率条件。为了尽可能保留删余极化码

的极化效果，同时降低搜索的复杂度，参考文献[10]

提出一种末端位反转置换缩短的算法，该算法将

删余比特的值在编码时设置为固定值 0 或 1，译码

端填补其对数似然比（LLR）为正无穷或者负无

穷；在高码率条件下，译码端初始 LLR 对信息比

特的影响比 QUP 小，且能最大限度地保留极化码

的极化效果。 

参考文献[11]首次提出了系统极化码，在相同

条件下，其误码率性能优于极化码。参考文献[12]

将极化码的 QUP 算法应用到系统极化码，提高了

系统极化码的误码率性能。该方法在低码率情况

下误码率性能良好，但在高码率情况下，误码率

性能变差。为了提高高码率情况下的系统误码率

性能，本文在参考文献[10]的基础上，提出一种基

于位反转置换的系统极化码的缩短方法，该方法

能进一步提高系统的误码率性能。 

2  极化码及其删余 

2.1  极化码 

极化码是一种利用信道极化现象构造的线性

分组码，其码长限定为 N=2n（n=1,2,…）。极化

码的生成矩阵为 GN=BNF n⊗ ，其中，F n⊗ 表示克罗

内克积，
1 0
1 1

F
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

，BN 为位反转置换矩阵。极

化码的编码可以表示成如下形式： 

 C C1 1
N N

N A A A A
C U G U G U G= = +  （1） 

其中， 1 1 2 3( , , , , )N
NU u u u u= 表示编码端输入序

列； AU 和 CA
U 是 1

NU 的子集， AU 表示编码器的输

入信息序列， CA
U 表示编码器的输入冻结序列，

一般设置成 0； 1 1 2 3( , , , , )N
NC c c c c= 表示对应的

生成码字。集合 A 是集合{1,2, , }N 的子集，集

合 CA 是 A 在集合{1,2, , }N 中的补集。A 和 CA 分

别称为信息位位置集合和冻结位位置集合。 AG 表

示生成矩阵中由行集合 A 构成的子矩阵， CA
G 表
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示生成矩阵中由行集合 CA 构成的子矩阵。 

由式（1）定义的极化码也称为传统极化码。

极化码可用(N，K，A)表示，N 为极化码的码长，

K 为信息序列的长度，A 为输入信息序列的位置

集合。 

极化码是根据 N 个分裂子信道的信道转移概

率进行逐次译码，其连续消去译码（SC）算法为： 

( )
( )

( )

/2 2 2 2 2
2 1 /2 1 1,o 1,e2 2 1

1 1

2 2
/2 1,e1

2

( , )
( , ) 2tanh (tanh

2
( ,

ˆ ˆ
ˆ

)
tanh )

2

ˆ

i N i i
i NN i
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i N i
N N

L y
L y

L y

u u
u

u

− −
− − −

−

+

⊕
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  （2） 
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其中，1 i N≤ ≤ ，
( )

( )

1
( ) 1 1

1
1 1

ˆ( , | 0)
ln( )

ˆ( , |1)

i N i
i N
N i N i

N

W y u
L

W y u

−

−
= 表示

第 i 个分裂子信道的初始对数似然比。译码判决为： 

 ( )

( )

0,
0, 0,

1, 0,

i
i N

i
N

i A
u L i A

L i A

∉⎧
⎪

= ∈⎨
⎪ ∈

>

⎩ ≤

 （4） 

极化码的基本编译码结构如图 1 所示。 

 
图 1  合成信道 W2 

图 1 中，W 为 B-DMC 信道，u1、u2 为输入序

列，c1、c2 为编码序列，y1、y2 为接收序列。根据

式（2）、式（3）得到输出端分裂子信道的对数

似然比公式，如式（5）、式（6）所示。 

 ( ) 1 1 2
1

( ) ( )
2 tanh (tanh tanh )

2 2
L y L y

L u −=  （5） 

 ( ) ( ) ( )2 1 1 21 2 ( )L u u L y L y= − +  （6） 

极化码的译码算法除了 SC 算法外，还有列表

连续消去译码（SCL）[13]和堆消去译码（SCS）[14]

算法。 

根据分裂子信道的可靠性确定极化码的信息

位，不同的信道可靠性计算有不同的方法。对于

二进制擦除信道（BEC），参考文献[1]中给出了

利用巴氏参数来确定可靠性的方法，对于其他信

道，如二进制对称信道（BSC）和加性高斯白噪

声（AWGN）信道，虽然可以利用巴氏参数近似

计算可靠性，但是效果并不理想。参考文献[15]

提出了利用密度进化（DE）算法计算 AWGN 信

道的可靠性，但是密度进化算法的计算复杂度较

高。参考文献[16-17]提出利用高斯近似（GA）算

法对 AWGN 信道进行可靠性估计，其估计效果与

密度进化算法基本相同，但是计算复杂度要比密

度进化算法低。 
2.2  极化码的删余 

针对极化码码长不灵活的问题，很多参考文

献提出了极化码的删余方法。极化码的删余有两

种方式：第一种是凿孔，第二种是缩短。两种方

法都是在极化码编译码结构的基础上进行删余。 

如果极化码中的某些码字比特被删余，译码

器端对这些位置处的比特信息完全未知，译码时

将对应的初始 LLR 设置为零，这种方式的删余称

为凿孔。 

凿孔后的极化码的编译码结构可以看成 p 个

完全噪声信道和 N−p 个 B-DMC 信道的合成与分

裂。参考文献[9]提出了极化码的 QUP 算法，证明

了如果在编码输出端有 p 个码字比特被凿孔，则

在编码输入端有p个子信道退化成完全噪声信道。

假设极化码的码长为 N，凿孔的个数为 p 个，令

1 2' { , , , }NP p p p= 为 初 始 凿 孔 向 量 ， 其 中

1 2{ , , , }pp p p 全为 0， 1 p 2{ , , , }p Np p p+ + 全为 1。

对初始凿孔向量的位置索引集合执行位反转置换

操作，可以得到一个新的向量 P，P 即凿孔向量。

如果元素值为 0，表示该位置为凿孔位；元素值为

1 表示该位置为码字位。 
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如果极化码中的某些码字比特被删余，而译

码器对这些位置处的比特信息是已知的，译码器

译码时将对应的初始LLR设置为正无穷或者负无

穷，这种方式的删余称为缩短。 

缩短后的极化码的编译码结构可以看成 s 个

无噪无损信道和 N−s 个 B-DMC 信道的合成与分

裂。参考文献[10]提出了极化码的一种末端位反转

置换的缩短算法，证明如果在译码端已知 s 个码

字比特被缩短，则在编码输入端有 s 子信道进化

为确定信道。 

3  基于位反转置换的系统极化码的缩短方法 

3.1  系统极化码 

参考文献[11]首次提出了系统极化码的概念，

系统极化码定义如下： 
 C CB A AB A A B

C U G U G= +  （7） 

 C C C C CAB AB A A B
C U G U G= +  （8） 

其中，集合 A、 CA 、 AU 和 CA
U 表示的含义和第二

部分的含义相同；集合 B 是集合{1,2, , }N 的子

集，集合 CB 是集合 B 在{1,2, , }N 中的补集，集

合 B 也为信息位位置集合， CB 称为校验位位置集

合。 ABG 表示生成矩阵中由行集合 A、列集合 B
构成的子矩阵， CA B

G 、 CAB
G 和 CCA B

G 的含义类似。

( )C1 ,N
B B

C C C= 表示 BC 和 CB
C 分别为 1

NC 的子集，

BC 表示编码器输出码字信息序列， CB
C 表示编码

器输出校验序列。 
为了得到 CB

C ，必须确定 AU ， AU 的计算式

如式（9）所示： 
 C C

1( )A B ABA A B
U C U G G−= −  （9） 

由式（9）可知，系统极化码成立的条件是子

矩阵 ABG 要满足可逆性。极化码的生成矩阵是一

个下三角矩阵，而且对角线元素全为 1，从极化码

的生成矩阵中任意挑选出 A 行和 B 列且 A B=

时，子矩阵 ABG 总是可逆的。 

系统极化码的基本编译码结构与极化码相

同，因此 SC、SCL、SCS 译码算法也适用于系统

极化码，但译码信息序列需乘以位反转置换矩阵，

才能获得真正的信息序列。 
3.2  基于位反转置换的系统极化码的缩短方法 

假设系统极化码的码长为 N，缩短的个数为 s
个，令 1 2' { , , , }NS s s s= 为初始缩短向量，其中

1 2{ , , , }N ss s s − 全为 1， 1 2{ , , , }N s N s Ns s s− + − + 全为 0。

对初始凿孔向量的位置索引执行位反转置换操

作，得到一个新的向量 S。S 即系统极化码的缩短

向量，如果元素值为 0 表示该位置为缩短位。 

系统极化码的这种缩短算法利用位反转置换

确定缩短向量，使得缩短的位置集合对应到编码

输入端的无噪无损分裂子信道的位置集合。举例

说明，N=8、s=2 的（6,4）系统极化码的缩短位置

与无噪无损分裂子信道的对应关系如图 2 所示。 

 
图 2  系统极化码的缩短位置与无噪无损信道的对应关系 

图 2 中的关系是利用式（2）和式（3）对数

似然比的递推关系得到的。根据无噪无损信道的

性质，译码端在进行译码时，将该信道的对数似

然比设置为无穷/负无穷。 

根据图 1 的极化码的基本合成信道结构以及

式（5）、式（6）可知：如果输出 y1的信道为缩

短信道，则 ( )1L y = ∞， ( )1L u ≠ ∞， ( )2L u = ∞；

如果输出 2y 的信道为缩短信道，则 ( )2L y = ∞ ，

因此 ( )1L u ≠ ∞， ( )2L u = ∞；当且仅当输出 y1、

y2 的两个信道都是缩短信道时， ( )1L u = ∞ ，

( )2L u = ∞。通过迭代递推，可以确定如果编码输

入端的对数似然比的值为无穷，则与之相对应的
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分裂子信道相当于无噪无损信道。利用 DE/GA 也

能得到相同的结论。 

极化码的缩短算法推广到系统极化码中存在

一个问题：如何确定系统极化码信息位位置集合

B。一种直观的思路是将信息位的位置集合从剩余

的位置集合中选取。为了简单起见，在给定缩短

向量的前提下，利用 DE/GA 选择的位置集合 A，

将集合 A 作为系统极化码的信息位位置集合 B，

即 B=A。 

下面给出本文提出的系统极化码缩短方法的

具体实现步骤。 

步骤 1  根据位反转置换的系统极化码的缩

短方法得到缩短向量 S。 

步骤 2  根据缩短向量 S 获得部分冻结位集

合 1F ， 1F S= ，且 1F ⊆ CA 。 

步骤 3  使用 DE/GA 确定输入信息位位置

集合 A 和剩余冻结位位置集合 2F ， C2F A⊆ 。 

步骤 4  系统极化码的信息位集合 B=A，由

式（8）和式（9）确定 CB
C 。 

步骤 5  利用缩短向量 S 对系统极化码进行

缩短。 

仍以图 2 来说明 N=8、s=2 的（6,4）系统极

化码的缩短算法：缩短向量为 {1,1,1,0,1,1,1,0}S = ，

由缩短向量得到的部分冻结位索引集合为

1 {4,8}F = ，使用 DE/GA 确定输入信息位位置集

合 A 和剩余冻结位位置集合 2F 。假设由 DE/GA

确 定 的 2 {1,2}F = ， 则 {3,5,6,7}A = ， 因 此

{3,5,6,7}B = 。根据系统极化码的编码方式确定

1
NC ，进行缩短时需要缩短第 4 个和第 8 个码字比

特，得到 1 2 3 5 6 7( , , , , , )c c c c c c 。译码时将相应的缩短

位置的初始对数似然比设置为无穷（假设已知缩

短位置的比特值为 0）进行系统极化码的 SC/SCL

译码。 

4  仿真结果和分析 

实验 1：码长 N=1 024，删余后的码长 M=896，

信息位长 K=672，码率为 R=3/4，信道为 AWGN

信道。图 3(a)和图 3(b)分别为 3 种方法的误块率

（FER）和误码率（BER）仿真结果。 

 
图 3  3 种方法在 AWGN 下的误块率和误码率性能比较 

由图 3(a)可知，系统极化码的缩短和极化码

的缩短具有近似相同的误块率性能，两者的误块

率性能均优于系统极化码的凿孔。当误块率为

10−3 时，系统极化码的缩短和极化码的缩短可以

获得比系统极化码的凿孔大约 0.25 dB 的增益。由

图 3(b)可知，相同信噪比条件下，系统极化码的

缩短的误码率性能优于系统极化码的凿孔以及极

化码的缩短。当误码率为 10−4 时，系统极化码的

缩短方法可以获得比极化码的缩短方法约 0.5 dB

的增益，比系统极化码的凿孔方法获得了约 0.25 dB

的增益。 
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实验 2：本实验仿真在不同码率情况下 3 种

方法的误码率性能。实验条件：信道为 AWGN 信

道；码长 N=1 024，删余后的码长 M=640。 

图 4 和图 5 分别为 3 种方法在两种码率情况

下的误码率仿真结果。 

 
图 4  3 种方法在 AWGN 中的误码率性能比较 

（信息位长 K1=320，码率为 R1=1/2） 

 
图 5  3 种方法在 AWGN 中的误码率性能比较 

（信息位长 K2=512，码率为 R2=4/5） 

由图 4 可知，在相同的信噪比条件下，码率

为 1/2 时，系统极化码缩短和系统极化码的凿孔

有着近似相同的误码率性能，但是均优于极化码

的缩短。当误码率为 10−3 时，系统极化码的缩短

和系统极化码的凿孔可以获得比极化码的缩短大

约 0.25 dB 的增益。 

由图 5 可知，在相同的信噪比条件下，码率

为 4/5 时，系统极化码的缩短方法误码率性能优

于系统极化码的凿孔方法以及极化码的缩短方

法，当误码率为 10−3 时，系统极化码的缩短方法

获得了比极化码的缩短方法约 0.5 dB 的增益，比

系统极化码的凿孔方法获得了约 0.15 dB 的增益。 

综合实验 1 和实验 2 可知，在高码率条件下，

系统极化码的缩短方法的误码率和误块率性能都

优于系统极化码的凿孔方法。低码率条件下，系

统极化码的缩短方法的误码率性能与系统极化码

的凿孔方法基本相同。无论高码率还是低码率，

系统极化码的缩短方法的误块率性能和极化码的

缩短方法近似相同，但是其误码率性能均优于极

化码的缩短。 

5  结束语 

本文将极化码的位反转置换缩短算法推广到

系统极化码，得到一种系统极化码的缩短方法。

仿真结果说明本文建议的方法在误码率性能上比

极化码的缩短方法有了很大的提高，且优于系统

极化码的准均匀凿孔算法。系统极化码的准均匀

凿孔算法已经在编码协作的应用[12,18]上取得了良

好的效果，后续将研究将系统极化码的缩短方法

用于编码协作，预期可获得更优的性能。 
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